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Tóm tắt. Chúng tôi đưa ra biên ổn định mới cho một lớp hệ phương trình sai phân
phi tuyến phụ thuộc thời gian có chậm chịu nhiễu. Một số ví dụ được đưa ra nhằm minh
họa cho kết quả đạt được.

1 Mở đầu

1.1 Một vài ký hiệu và qui ước

. Gọi Z,R,C lần lượt là vành các số nguyên, trường các số thực và trường các số phức.
Đặt K := {R,C}. Kí hiệu Z+,R+ lần lượt là tập số nguyên không âm và tập các số thực
không âm. Với k ∈ Z+, kí hiệu các tập hợp k := {1, 2, ..., k} và k∗ := {0, 1, 2, ..., k}. Với
hai số nguyên dương l, q, kí hiệu Kl×q,Rl×q

+ là tập hợp các ma trận cỡ l× q và tập hợp
các ma trận thực không âm cỡ l × q. Với x = (x1, x2, ..., xn)T ∈ Kn, A = (aij) ∈ Kl×q,
kí hiệu |x| := (|x1|, |x2|, ..., |xn|) và |A| := (|aij|). Sau đây là một số qui ước sử dụng
trong bài viết này. Bất đẳng thức giữa hai ma trận A = (aij), B = (bij) ∈ Kl×q được qui
ước như sau: A ≥ (≤,�,�)B tương đương với aij ≥ (≤, >,<)bij với mọi i ∈ l, j ∈ q.
Tương tự đối với so sánh hai véctơ. Chuẩn của véctơ x = (x1, x2, ..., xn)T ∈ Kn được xác
định bởi ‖x‖p := p

√
|x1|p + |x2|p + ...+ |xn|p với 1 ≤ p < +∞, ‖x‖∞ := max

i∈n
|xi|. Chuẩn

của ma trận A = (aij) ∈ Kn×n được hiểu là chuẩn toán tử và được xác định bởi ‖A‖ :=

max
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖ = max

‖x‖=1
‖Ax‖. Ta có tính chất quan trọng sau đây: Cho A ∈ Kn×n, B ∈ Rn×n

+ ,

nếu |A| ≤ B thì ‖A‖ ≤ ‖B‖, xem [9]. Với ma trận A = (aij) ∈ Kn×n, bán kính phổ của
A được xác định bởi ρ(A) = max{|λ| : λ ∈ C, det(λIn − A) = 0}.

Sau đây là một số tính chất quan trọng của các ma trận không âm được sử dụng
thường xuyên trong bài viết này.

Định lý 1.1 ([9]). Cho ma trận A ∈ Rn×n
+ . Khi đó,

(i) (Định lý Perron-Frobenius) ρ(A) là một giá trị riêng của A và tồn tại một véctơ
không âm x ∈ Rn

+, x 6= 0 sao cho Ax = ρ(A)x.

(ii) (tIn − A)−1 tồn tại và không âm khi và chỉ khi t > ρ(A).

1.2 Giới thiệu

Lý thuyết ổn định của các hệ động lực được bắt đầu vào năm 1984 kể từ khi
nhà Toán học người Nga Aleksandr Lyapunov (1857-1918) xuất bản những công trình
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nghiên cứu tiên phong của mình [4]. Đến nay, Lý thuyết ổn định của các hệ động lực
đã có những bước phát triển và đạt nhiều thành tựu vượt bậc. Đồng hành với thành
tựu đó, Lý thuyết ổn định của các hệ phương trình sai phân phát triển không ngừng
và có ứng dụng trong nhiều ngành khoa học khác nhau như Sinh học, Kinh tế, Vật lý,
Khoa học máy tính, Điều khiển học, ... ([2], [3], [8]).

Bởi tính ứng dụng trong nhiều mô hình toán học, bài toán ổn định vững (robust
stability) của các hệ chịu nhiễu bắt đầu được quan tâm nghiên cứu. Năm 1986, lần đầu
tiên, bán kính ổn định thực và bán kính ổn định phức của các hệ động lực (dừng, tuyến
tính) không có chậm, chịu nhiễu được giới thiệu bởi Hinrichsen và Pritchard. Đến nay,
các bài toán liên quan đến bán kính ổn định của các hệ động lực vẫn không ngừng thu
hút sự quan tâm, khai thác không những trong lĩnh vực Lý thuyết ổn định mà còn
trong Lý thuyết tối ưu và Điều khiển học (xem [1] [8], [9] và các tài liệu tham khảo
trong đó). Thực tế, bài toán tìm bán kính ổn định của một hệ động lực có thể được
xem là một bài toán tối ưu toàn cục. Cụ thể, xét trường hợp của hệ rời rạc có chậm

x(k + 1) =
m∑
i=0

Aix(k − i), k ≥ k0. (1.1)

Giả sử Hệ (1.1) ổn định, khi đó bán kính ổn định của (1.1) chịu nhiễu có cấu trúc
Ai ↪→ Ai +Di∆iEi (i ∈ m∗), được xác định bởi

rK := inf

{ m∑
i=0

‖∆i‖ : ∆i ∈ Kli×qi , x(k + 1) =
m∑
i=0

(Ai +Di∆iEi)x(k − i) không ổn định

}
,

trong đó Ai ∈ Rn×n, Di ∈ Rn×li , Ei ∈ Rqi×n (i ∈ m∗) cho trước và ∆i ∈ Rli×qi (i ∈ m∗)
là các ma trận thay đổi.

Khi Ai ∈ Rn×n
+ (i ∈ m∗) và ρ(A0 + A1 + ... + Am) < 1, Hinrichsen và các cộng sự

[7, Theorem 4.4] đã đưa ra bán kính ổn định phức rC và bán kính ổn định thực rR
của Hệ (1.1) chịu nhiễu có cấu trúc Ai ↪→ Ai + Di∆iEi (i ∈ m∗), với Di = Dj hoặc

Ei = Ej (∀i, j ∈ m∗) là

rC = rR =
1

max
i∈m∗
‖Ei(I − A0 − A1 − ...− Am)−1Di‖

. (1.2)

Đối với lớp hệ phụ thuộc thời gian, đặc biệt là hệ phi tuyến phụ thuộc thời gian,
người ta không có định nghĩa về bán kính ổn định theo cách thông thường như trên. Bài
toán ổn định vững được mở rộng thành bài toán tìm biên ổn định (xem Mục 2). Cho
đến nay, đây vẫn còn là bài toán mở cần được khai thác sâu và hệ thống hơn. Trong
bài viết này, bằng cách phát triển phương pháp tiếp cận được đưa ra gần đây bởi Ngoc
và Hieu (2012) [5] cho lớp các phương trình sai phân thường, chúng tôi nghiên cứu đưa
ra biên ổn định mới của một lớp hệ phương trình sai phân phi tuyến phụ thuộc thời
gian có chậm

x(k + 1) = f0(k, x(k)) +
m∑
i=1

fi(k, x(k − τi(k)), k ≥ k0, (1.3)

chịu nhiễu phi tuyến. Chúng tôi đưa ra hai ví dụ minh họa cho kết quả đạt được. Trong
trường hợp đặc biệt của các hệ tuyến tính dừng, dương (1.1) chịu nhiễu có cấu trúc
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Ai ↪→ Ai + Di∆iEi (i ∈ m∗), biên ổn định mới này trở thành bán kính ổn định được

xác định bởi (1.2).

2 Kết quả chính

. Xét hệ phương trình sai phân phi tuyến có chậm (1.3), trong đó fi(·, ·) : Z+×Rn →
Rn (i ∈ m∗) và τi(·) : Z+ → Z+ (i ∈ m) là các hàm cho trước thỏa mãn fi(k, 0) = 0,

∀k ∈ Z+,∀i ∈ m∗, và 0 ≤ τi(k) ≤ τ, ∀k ∈ Z+,∀i ∈ m.
Gọi T là tập hợp tất cả các hàm ϕ : {−τ,−τ + 1, ..., 0} → Rn. Với mỗi ϕ ∈ T , ta

đặt ‖ϕ‖ := max
{
‖ϕ(j)‖ : j ∈ {−τ,−τ + 1, ..., 0}

}
. Với mỗi k0 ∈ Z+ cố định và mỗi

ϕ ∈ T , Hệ (1.3) có duy nhất nghiệm, kí hiệu bởi x(·, k0, ϕ), thỏa điều kiện đầu

x(k0 + j) = ϕ(j), j ∈ {−τ,−τ + 1, ..., 0}. (2.1)

Định nghĩa 2.1. Nghiệm không của (1.3) được gọi là ổn định mũ (viết tắt là ES) nếu
với k0 ∈ Z+ cho trước, tồn tại η(k0) > 0,M > 0 và β ∈ (0; 1) sao cho

‖ϕ‖ < η(k0) ⇒ ‖x(k, k0, ϕ)‖ ≤Mβk−k0 , ∀k ≥ k0.

Nghiệm không của (1.3) được gọi là ổn định mũ toàn cục (viết tắt là GES) nếu tồn
tại M > 0 và β ∈ (0; 1) sao cho

‖x(k, k0, ϕ)‖ ≤Mβk−k0‖ϕ‖, ∀k ≥ k0.

Khi nghiệm không của (1.3) là ES (tương ứng GES) thì ta cũng nói (1.3) là ES (tương
ứng GES).

Sau đây là một điều kiện đủ tường minh cho tính ổn định mũ của (1.3).

Mệnh đề 2.2. Giả sử tồn tại các ma trận Ai ∈ Rn×n
+ (i ∈ m∗) sao cho

|fi(k, x)| ≤ Ai|x|, ∀k ∈ Z+, x ∈ Rn, i ∈ m∗. (2.2)

Khi đó, nếu ρ(
∑m

i=0Ai) < 1 thì (1.3) là GES.

Chứng minh. Mệnh đề 2.2 được suy ra từ [6, Theorem 2.3].

Nhận xét 2.3. Nếu có j ∈ m∗ sao cho với mỗi k ∈ Z+, hàm fj(k, ·) khả vi liên tục

trên Rn và tồn tại Aj ∈ Rn×n
+ sao cho∣∣Jfj(k, x)

∣∣ ≤ Aj, ∀k ∈ Z+, x ∈ Rn, (2.3)

thì (2.2) thỏa mãn với chỉ số j. Ở đây, Jfj(k, x) là ma trận Jacobi của hàm fj(k, ·) tại

x, với Jfi(k, x) := (
∂fjr
∂xs

(k, x)) ∈ Rn×n, k ∈ Z+, x := (x1, x2, ..., xn)T ∈ Rn. Thật vậy,

theo định lý giá trị trung bình, ta có

fj
(
k, x
)
− fj(k, 0) =

(∫ 1

0

Jfj
(
k, tx

)
dt

)
x.
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Do vậy, từ (2.3) ta có

∣∣fj(k, x)
∣∣ ≤ ∣∣∣∣( ∫ 1

0

Jfj(k, tx)dt

)
x

∣∣∣∣
≤
(∫ 1

0

|Jfj(k, tx)|dt
)
|x| ≤ Aj|x|, ∀k ∈ Z+, ∀x ∈ Rn.

Tiếp theo, chúng ta nghiên cứu về tính ổn định mũ của hệ phương trình sai phân có
chậm chịu nhiễu. Giả sử các giả thiết của Định lý 2.2 thỏa mãn, khi đó (1.3) là GES.
Xét một kiểu nhiễu phi tuyến có dạng sau

fi(k, ·) ↪→ fi(k, ·) + gi(k, ·), ∀k ∈ Z+, i ∈ m∗,

trong đó, fi(·, ·) (i ∈ m∗) là các hàm được xác định trong (1.3), gi(·, ·) : Z+ × Rn →
Rn (i ∈ m∗) là các hàm nhiễu chưa xác định, có thể thay đổi. Khi đó phương trình chịu

nhiễu có dạng

x(k + 1) =
m∑
i=0

(
fi
(
k, x(k − τi(k)

)
+ gi

(
k, x(k − τi(k)

))
, (2.4)

trong đó τ0(·) = 0 và τi(·) : Z+ → Z+ (i ∈ m) là các hàm bị chặn.

Giả thiết rằng tồn tại các ma trận Dij ∈ Rn×lij
+ , Eij ∈ Rqij×n

+ ,∆ij ∈ Rlij×qij
+ (i ∈

m∗, j ∈ Ni) sao cho

∣∣gi(k, x)
∣∣ ≤ Ni∑

j=1

Dij∆ijEij|x|, ∀k ∈ Z+, x ∈ Rn, i ∈ m∗, (2.5)

trong đó, Ni ∈ Z+ (i ∈ m∗) và Dij ∈ Rn×lij , Eij ∈ Rqij×n (i ∈ m∗, j ∈ Ni) là các ma

trận hằng xác định; ∆ij ∈ Rlij×qij (i ∈ m∗, j ∈ Ni) là các ma trận thay đổi.

Bài toán tìm biên ổn định: Tìm một số dương η sao cho hệ chịu nhiễu (2.4) duy trì
tính GES một khi độ lớn của các nhiễu (∆ij) (i ∈ m∗, j ∈ Ni) bé hơn η. Số η được gọi

là biên ổn định của (2.4).

Định lý sau đây cho chúng ta một biên ổn định mới của hệ chịu nhiễu (2.4).

Định lý 2.4. Giả sử (2.2), (2.5) được thỏa mãn và ρ(
∑m

i=0Ai) < 1. Khi đó, hệ phương
trình chịu nhiễu (2.4) vẫn duy trì tính GES nếu

m∑
i=0

Ni∑
j=1

‖∆ij‖ <
1

max
r,w∈m∗,s∈Nr,t∈Nw

∥∥∥∥Ers(In −
∑m

i=0Ai)−1Dwt

∥∥∥∥ . (2.6)

Chứng minh. Từ (2.2) và (2.5) ta có

∣∣fi(k, x) + gi(k, x)
∣∣ ≤ (Ai +

Ni∑
j=1

Dij∆ijEij

)
|x|, ∀k ∈ Z+, ∀x ∈ Rn, i ∈ m∗. (2.7)
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Đặt B =
∑m

i=0Ai. Vì Ai, Dij, Eij (i ∈ m∗, j ∈ Ni) là các ma trận không âm nên

B+
∑m

i=0

∑Ni

j=1Dij∆ijEij cũng là ma trận không âm. Do đó, theo Định lý 2.2 để chứng

minh (2.4) là GES ta chỉ cần chứng minh ρ0 := ρ
(
B +

∑m
i=0

∑Ni

j=1Dij∆ijEij

)
< 1. Giả

sử ngược lại rằng ρ0 ≥ 1, ta cần chỉ ra mâu thuẫn.
Thật vậy, theo Định lý 1.1 (i), tồn tại x ∈ Rn

+, x 6= 0 sao cho(
B +

m∑
i=0

Ni∑
j=1

Dij∆ijEij

)
x = ρ0x. (2.8)

Từ (2.8), ta có

m∑
i=0

Ni∑
j=1

Dij∆ijEijx = (ρ0In −B)x. (2.9)

Đặt Q(t) = (tIn − B), t ∈ R. Vì ρ(B) < 1 ≤ ρ0 nên Q(ρ0)
−1 tồn tại và không âm,

theo Định lý 1.1 (ii). Nhân hai vế của (2.9) từ bên trái với Q(ρ0)
−1 ta có

Q(ρ0)
−1

m∑
i=0

Ni∑
j=1

Dij∆ijEijx = x. (2.10)

Gọi i0j0 là chỉ số sao cho ‖Ei0j0x‖ = max
i∈m∗,j∈Ni

‖Eijx‖. Từ (2.10), ta thấy ‖Ei0j0x‖ > 0.

Nhân hai vế của (2.10) từ bên trái với Ei0j0 ta được

m∑
i=0

Ni∑
j=1

Ei0j0Q(ρ0)
−1Dij∆ijEijx = Ei0j0x. (2.11)

Lấy chuẩn hai vế của (2.11) ta có

m∑
i=0

Ni∑
j=1

‖Ei0j0Q(ρ0)
−1Dij‖‖∆ij‖‖Eijx‖ ≥ ‖Ei0j0x‖.

Suy ra

max
r,w∈m∗,s∈Nr,t∈Nw

‖ErsQ(ρ0)
−1Dwt‖

m∑
i=0

Ni∑
j=1

‖∆ij‖‖Ei0j0x‖ ≥ ‖Ei0j0x‖,

hay

max
r,w∈m∗,s∈Nr,t∈Nw

‖ErsQ(ρ0)
−1Dwt‖

m∑
i=0

Ni∑
j=1

‖∆ij‖ ≥ 1.

Từ đó ta có

m∑
i=0

Ni∑
j=1

‖∆ij‖ ≥
1

max
r,w∈m∗,s∈Nr,t∈Nw

‖ErsQ(ρ0)−1Dwt‖
. (2.12)
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Mặt khác ta có

Q(1)−1 −Q(ρ0)
−1 = (ρ0 − 1)Q(1)−1Q(ρ0)

−1 ≥ 0.

Do đó Q(1)−1 ≥ Q(ρ0)
−1. Vì vậy, ErsQ(1)−1Dwt ≥ ErsQ(ρ0)

−1Dwt, ∀r, w ∈ m∗, s ∈
Nr, t ∈ Nw. Do tính đơn điệu của chuẩn của các ma trận không âm nên ta có

max
r,w∈m∗,s∈Nr,t∈Nw

‖ErsQ(1)−1Dwt‖ ≥ max
r,w∈m∗,s∈Nr,t∈Nw

‖ErsQ(ρ0)
−1Dwt‖,

hay

1

max
r,w∈m∗,s∈Nr,t∈Nw

‖ErsQ(ρ0)−1Dwt‖
≥ 1

max
r,w∈m∗,s∈Nr,t∈Nw

‖ErsQ(1)−1Dwt‖
. (2.13)

Từ (2.12), (2.13) ta có

m∑
i=0

Ni∑
j=1

‖∆ij‖ ≥
1

max
r,w∈m∗,s∈Nr,t∈Nw

‖ErsQ(1)−1Dwt‖
.

Điều này mâu thuẫn với (2.6). Do đó ρ
(
B +

∑m
i=0

∑Ni

j=1Dij4ijEij

)
< 1, vì vậy (2.4) là

GES. Định lý được chứng minh.

Mở rộng điều kiện (2.5) của các hàm nhiễu gi(·, ·) (i ∈ m∗) bằng cách thay đổi một

số số hữu hạn Ni thành vô hạn. Gọi I ⊆ m∗ là tập tất cả các chỉ số s khi thay Ns bởi

+∞. Khi đó, (2.5) trở thành:

∣∣gs(k, x)
∣∣ ≤ +∞∑

j=1

Dsj∆sjEsj|x|, ∀k ∈ Z+, x ∈ Rn, s ∈ I,

+∞∑
j=1

‖∆sj‖ < +∞, s ∈ I,

∣∣gi(k, x)
∣∣ ≤ Ni∑

j=1

Dij∆ijEij|x|, ∀k ∈ Z+, x ∈ Rn, i ∈ m∗ \ I,

(2.14)

trong đó, Dij ∈ Rn×lij , Eij ∈ Rqij×n (i ∈ m∗) là các ma trận hằng xác định; ∆ij ∈
Rlij×qij (i ∈ m∗) là các ma trận thay đổi.

Với điều kiện mở rộng (2.14), định lý sau đây cho chúng ta một biên ổn định của
hệ phương trình chịu nhiễu (2.4).

Định lý 2.5. Giả sử (2.2), (2.14) được thỏa mãn và ρ(
∑m

i=0Ai) < 1. Khi đó, hệ phương
trình chịu nhiễu (2.4) vẫn duy trì tính GES nếu

∑
s∈I

+∞∑
j=1

‖∆sj‖+
∑

i∈m∗\I

Ni∑
j=1

‖∆ij‖ <

1

sup
r,w∈m∗,s∈Ur,t∈Uw

∥∥∥∥Ers(In −
∑m

i=0Ai)−1Dwt

∥∥∥∥ , (2.15)

trong đó, Ui := Z+ nếu i ∈ I và Ui := Ni nếu i ∈ m∗ \ I với mọi i ∈ m∗.
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Nhận xét 2.6. Trong trường hợp đặc biệt khi fi(k, x) ≡ Aix ∈ Rn
+ (i ∈ m∗) và

gi(k, x) ≡ Di∆iEix (i ∈ m∗), với mọi k ∈ Z+, x ∈ Rn, biên ổn định được xác định bởi

vế phải của (2.6) và (2.15) trở thành bán kính ổn định của hệ tuyến tính dừng, dương
(1.1) chịu nhiễu có cấu trúc Ai ↪→ Ai +Di∆iEi (i ∈ m∗), được xác định bởi (1.2).

3 Ví dụ áp dụng

Chúng tôi trình bày hai ví dụ áp dụng cho một số kết quả đạt được trong Mục 2.

Ví dụ 3.1. Xét phương trình sai phân vô hướng

x(k + 1) =
2

3
e−k

2x2(k) sinx(k) + 2a arctan(x(k))+

ln
(
1 +

k√
11(k + 1)

|x(k − τ(k))|
)

+ 3bx(k − τ(k)), k ∈ Z+, (3.1)

trong đó a, b là các tham số thực.
Đặt

f1(k, x) :=
2

3
e−k

2x2(k) sinx; f2(k, y) := ln
(
1 +

k√
11(k + 1)

|y|
)
,

g1(k, x) := 2a arctanx; g2(k, y) := 3by, (k ∈ Z+, x, y ∈ R).

Khi đó ta có

|f1(k, x)| ≤ 2

3
|x| |f2(k, y)| ≤ 1√

11
|y|,

|g1(k, x)| ≤ 2|a||x|; |g2(k, y)| = 3|b||y|,

với mọi k ∈ Z+, x, y ∈ R. Ngoài ra,
2

3
+

1
√

11
< 1. Do đó, theo Định lý 2.4, phương trình

sai phân (3.1) là GES nếu

|a|+ |b| < 1

3(1− 2
3
− 1√

11
)−1

. (3.2)

Ví dụ 3.2. Xét hệ phương trình sai phân có chậm trong không gian R2

x(k + 1) = f0(k, x(k)) +
2∑

i=1

fi
(
k, x(k − τi(k))

)
, k ∈ Z+, (3.3)

trong đó, τi(·) : Z+ → Z+, i = 1, 2, là các hàm bị chặn và

f0(k, x) :=

( √
1
64
x21 + 1

16
x22

k
3k+1

x2

)
;

f1(k, x) :=

(
1
8

sinx1
e−k

2
x1 + 1

6
x2

)
; f2(k, x) :=

(
1
4
x1

1
6
x2

)
,
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trong đó, k ∈ Z+, x := (x1, x2)
T ∈ R2.

Ta thấy rằng,

|f0(k, x)| ≤ A0|x|, |f1(k, x)| ≤ A1|x|, |f2(k, x)| ≤ A2|x|,

với mọi k ∈ Z+, x ∈ R2, trong đó

A0 :=

(
1
8

1
4

0 1
3

)
, A1 :=

(
1
8

0
1
2

1
6

)
, A2 :=

(
1
4

0
0 1

6

)
.

Vì ρ(A0 + A1 + A2) = ρ

[(
1
2

1
4

1
2

2
3

)]
=

7 +
√

19

12
< 1, nên (3.3) là GES, bởi Định lý

2.2.
Tiếp theo, xét hệ phương trình sai phân chịu nhiễu có dạng sau

x(k + 1) =

[
f0(k, x(k)) + g0(k, x(k))

]
+

2∑
i=1

[
fi
(
k, x(k − τi(k)) + gi

(
k, x(k − τi(k))

)]
, k ∈ Z+, (3.4)

trong đó,

g0(k, x) :=

( √
a2x21 + b2x22

e−k
2
ax1 + 2bx2

)
; g1(k, x) :=

(
3dx1 + cx23

−kx2
1

0

)
;

g2(k, x) :=

(
(f + kg

k+2
)x1 + (e+ 2f + g + h)x2

2fx1 + 2(e+ 2f)x2

)
,

trong đó a, b, c, d, e, f, g, h là các tham số thực.
Ta thấy

|g0(k, x)| ≤ D0∆0E0|x|; |g1(k, x)| ≤ D1∆1E1|x|,
|g2(k, x)| ≤

(
D21∆21E21 +D22∆22E22

)
|x|,

với mọi k ∈ Z+, x := (x1, x2) ∈ R2, trong đó

D0 :=

(
1
1

)
; ∆0 :=

(
|a| |b|

)
; E0 :=

(
1 0
0 2

)
;

D1 :=

(
1
0

)
; ∆1 :=

(
|c| |d|

)
; E1 :=

(
0 1
3 0

)
;

D21 :=

(
1
2

)
; ∆21 :=

(
|e| |f |

)
; E21 :=

(
0 1
1 2

)
;

D22 :=

(
1
0

)
; ∆22 :=

(
|g| |h|

)
; E22 :=

(
1 1
0 1

)
.

Áp dụng Định lý 2.4 ta có (3.4) là GES nếu

‖∆0‖+ ‖∆1‖+ ‖∆21‖+ ‖∆22‖ <
1

max
E∈E,D∈D

∥∥E(I2 − A0 − A1 − A2)−1D
∥∥, (3.5)
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trong đó E := {E0, E1, E21, E22},D := {D0, D1, D21, D22}.
Để có kết quả cụ thể hơn của (3.5), chúng ta cần tính toán cụ thể giá trị các ma

trận E(I2 − A0 − A1 − A2)
−1D, với E ∈ E , D ∈ D. Phần tính toán chi tiết sẽ không

trình bày ở đây. Giả sử R2 được trang bị bởi chuẩn 2. Từ các kết quả tính toán thu
được, ta có

max
E∈E,D∈D

∥∥E(I2 − A0 − A1 − A2)
−1D

∥∥
2

=

∥∥∥∥( 36
92

)∥∥∥∥
2

=
√

9760.

Khi đó, từ (3.5) ta có (3.4) là GES nếu

√
a2 + b2 +

√
c2 + d2 +

√
e2 + f 2 +

√
g2 + h2 <

1√
9760

.
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