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Tóm tắt. Trong bài viết này, chúng tôi thiết lập và chứng minh định lí điểm bất
động với điều kiện A-suy rộng trong không gian kiểu-mêtric bằng việc thêm sáu giá
trị D(x, Ty), D(y, Tx), D(T 2x, x), D(T 2x, Tx), D(T 2x, y), D(T 2x, Ty) vào điều kiện
co. Đồng thời, chúng tôi xây dựng ví dụ minh họa cho kết quả đạt được.

1 Mở đầu

Với nhiều định lí điểm bất động trong không gian mêtric, chúng ta thấy rằng điều
kiện co thường chứa tối đa năm giá trị là d(x, y), d(Tx, x), d(Ty, y), d(y, Tx), d(x, Ty).
Năm 2014, trong tài liệu [9], P. Kumam và cộng sự đã bổ sung thêm bốn giá trị mới
d(T 2x, x), d(T 2x, Tx), d(T 2x, y), d(T 2x, Ty) vào điều kiện co và chứng minh định lí
điểm bất động đối với các biểu thức chứa giá trị này.

Năm 2008, Akram và cộng sự [10] đã giới thiệu điều kiện A-co và tổng hợp nhiều
điều kiện co đối với ánh xạ T : X −→ X xác định trên không gian mêtric (X, d).
Năm 2010, Khamsi [5] đã giới thiệu khái niệm không gian kiểu-mêtric và thiết lập
một số định lí điểm bất động trong không gian này. Không gian kiểu-mêtric sau đó
đã được một số tác giả quan tâm nghiên cứu.

Bằng cách tương tự, chúng tôi đặt vấn đề mở rộng những kết quả trong bài báo
[10] đối với không gian kiểu-mêtric bằng việc thêm sáu giá trị sau vào điều kiện A-co

D(x, Ty), D(y, Tx), D(T 2x, x), D(T 2x, Tx), D(T 2x, y), D(T 2x, Ty).

1.1 Định nghĩa ([5], Định nghĩa 2.7). Cho X là một tập khác rỗng, K ≥ 1 và
D : X × X −→ [0,∞) là một hàm thỏa mãn các điều kiện sau với mọi
x, z1, . . . , zn, y ∈ X.

1. D(x, y) = 0 khi và chỉ khi x = y.

2. D(x, y) = D(y, x).

3. D(x, y) ≤ K
[
D(x, z1) +D(z1, z2) + . . .+D(zn, y)

]
.

Khi đó, D được gọi là một kiểu-mêtric trên X và (X,D,K) được gọi là một không
gian kiểu-mêtric.

1.2 Định nghĩa ([5], Định lí 2.8). Cho (X,D,K) là một không gian kiểu-mêtric
và {xn} là một dãy trong X. Khi đó

1. Dãy {xn} được gọi là hội tụ đến x ∈ X, viết là lim
n→∞

xn = x, nếu lim
n→∞

D(xn, x) = 0.

Khi đó, x được gọi là điểm giới hạn của dãy {xn} .

2. Dãy {xn} được gọi là một dãy Cauchy nếu lim
n,m→∞

D(xn, xm) = 0.
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3. Không gian (X,D,K) được gọi là đầy đủ nếu mỗi dãy Cauchy là một dãy
hội tụ.

1.3 Mệnh đề ([3], Mệnh đề 1.1.7). Cho (X,D,K) là một không gian kiểu-mêtric.
Nếu dãy {xn} hội tụ thì giới hạn của nó là duy nhất.

Tiếp theo là định nghĩa A-co trong không gian mêtric.

1.4 Định nghĩa ([5], Định nghĩa 1). Cho (X, d) là một không gian mêtric và
T : X −→ X là một ánh xạ. Khi đó T được gọi là A-co nếu tồn tại α ∈ A sao
cho với mọi x, y ∈ X,

d(Tx, Ty) ≤ α
(
d(x, y), d(x, Tx), d(y, Ty)). (1.1)

Ở đây, A là họ các hàm α : R3
+ −→ R+ thỏa mãn

1. α liên tục.

2. Tồn tại k ∈ [0, 1) sao cho nếu a ≤ α(a, b, b) hoặc a ≤ α(b, a, b) hoặc a ≤
α(b, b, a) thì α ≤ kb.

1.5 Nhận xét. Trong không gian kiểu-mêtric (X,D,K), tôpô được hiểu là tôpô
cảm sinh bởi sự hội tụ của nó. Điều này có nghĩa là tập G mở trong không gian kiểu-
mêtric (X,D,K) khi và chỉ khi với mỗi x ∈ G, mọi dãy {xn} ⊂ X mà lim

n→∞
xn = x

thì tồn tại n0 sao cho xn ∈ G với mọi n ≥ n0. Khi đó kiểu-mêtricD : X×X → [0,∞)
là liên tục tại (x, y) nếu và chỉ nếu lim

n→∞
D(xn, yn) = (x, y) với mọi dãy {xn}, {yn}

mà lim
n→∞

xn = x và lim
n→∞

yn = y. Suy ra nếu lim
n→∞

xn = x thì lim
n→∞

D(xn, yn) = D(x, y).

2 Kết quả chính

Chúng tôi đưa ra định nghĩa A-co suy rộng như sau.

2.1 Định nghĩa. Cho (X,D,K) là một không gian kiểu-mêtric và T : X −→ X
là ánh xạ. Khi đó T được gọi là A-co suy rộng nếu tồn tại β ∈ B sao cho với mọi
x, y ∈ X,

D(Tx, Ty) ≤ β
(
D(x, y), D(x, Tx), D(y, Ty), D(x, Ty), D(y, Tx),

D(T 2x, x), D(T 2x, Tx), D(T 2x, y), D(T 2x, Ty)).

Ở đây, B là họ các hàm β : R9
+ −→ R+ thỏa mãn

1. β liên tục.

2. Với mọi x, y, z ∈ R+,
a) Nếu x ≤ β(0, 0, x, x, 0, 0, 0, 0, x) hoặc x ≤ β(x, 0, 0, x, x, 0, 0, x, x) thì x = 0.
b) Tồn tại K ∈ [0, 1) để nếu z ≤ K(x+ y) và y ≤ β(x, x, y, z, 0, z, y, y, 0) hoặc
y ≤ β(x, y, x, z, 0, z, y, y, 0) hoặc y ≤ β(y, x, x, z, 0, z, y, y, 0) thì y ≤ Kx.

Chúng tôi đưa ra mối quan hệ giữa A-co và A-co suy rộng như sau.

2.2 Nhận xét ([2], Nhận xét 3.1). 1. Nếu α ∈ A và với mọi x1, x2, x3, x4, x5,
x6, x7, x8, x9 ∈ R+, β(x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9) = α(x1, x2, x3) thì β ∈ B.
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2. Nếu β ∈ B và α(x, y, z) = β(x, y, z, 0, 0, 0, 0, 0, 0) với mọi x, y, z ∈ R+ thì α ∈ A.

2.3 Định lí. Giả sử (X,D,K) là một không gian kiểu-mêtric đầy đủ sao cho D
liên tục và T : X −→ X là một ánh xạ A-co suy rộng. Khi đó T có điểm bất
động duy nhất trong X và dãy {T nx0} hội tụ về điểm bất động với mọi x0 ∈ X.

Chứng minh. Với x0 ∈ X, đặt xn = T nx0 với mọi n = 1, 2, 3, ... Khi đó, xn+1 =
T n+1x0 = Txn. Vì T là một A-co suy rộng nên tồn tại β ∈ B sao cho với mọi
x, y ∈ X,

D(Tx, Ty) ≤ β
(
D(x, y), D(x, Tx), D(y, Ty), D(x, Ty), D(y, Tx),

D(T 2x, x), D(T 2x, Tx), D(T 2x, y), D(T 2x, Ty)). (2.1)

Thay x = xn−1 và y = xn trong (2.1), ta có

D(xn, xn+1) = D(Txn−1, Txn)

≤ β
(
D(xn−1, xn), D(xn−1, Txn−1), D(xn, Txn), D(xn−1, Txn),

D(xn, Txn−1), D(T 2xn−1, xn−1), D(T 2xn−1, Txn−1), D(T 2xn−1, xn),

D(T 2xn−1, Txn))

= β
(
D(xn−1, xn), D(xn−1, xn), D(xn, xn+1), D(xn−1, xn+1),

D(xn, xn), D(xn+1, xn−1), D(xn+1, xn), D(xn+1, xn), D(xn+1, xn+1))

= β
(
D(xn−1, xn), D(xn−1, xn), D(xn, xn+1), D(xn−1, xn+1),

0, D(xn+1, xn−1), D(xn+1, xn), D(xn+1, xn), 0). (2.2)

Vì β ∈ B và D(xn−1, xn+1) ≤ K[D(xn−1, xn) +D(xn, xn+1)] nên từ (2.2) ta có

D(xn, xn+1) ≤ λD(xn−1, xn).

Từ đó suy ra

D(xn, xn+1) ≤ λD(xn−1, xn) ≤ λ2D(xn−2, xn−1) ≤ ... ≤ λnD(x0, x1).

Do đó với mọi λ ∈ [0, 1), ta có

D(xn, xn+1) ≤ λnD(x0, x1). (2.3)

Giả sử n ≤ m, theo Định nghĩa 1.1.(3) ta có

D(xm, xn) ≤ K[D(xn, xn+1) +D(xn+1, xn+2) + · · ·+D(xm−1, xm)]

≤ K[λnD(x0, x1) + λn+1D(x0, x1) + · · ·+ λm−1D(x0, x1)]

= KD(x0, x1)(λ
n + λn+1 + · · ·+ λm−1)

≤ K
λn

1− λ
D(x0, x1). (2.4)

Cho m,n→∞ trong (2.4), ta có

lim
n,m→∞

D(xn, xm) = 0. (2.5)

Vậy {xn} là một dãy Cauchy trong X. Vì X đầy đủ nên tồn tại x′ ∈ X sao cho

lim
n→∞

xn = x′. (2.6)
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Mặt khác, khi thay x = x′ và y = xn trong (2.1), với mọi n = 1, 2, 3, ..., ta có

D(Tx′, xn+1) = D(Tx′, Txn)

≤ β
(
D(xn, x

′), D(xn, Txn), D(x′, Tx′), D(xn, Tx
′), D(x′, Txn),

D(T 2xn, xn), D(T 2xn, Txn), D(T 2xn, x
′), D(T 2xn, Tx

′))

= β
(
D(xn, x

′), D(xn, Txn), D(x′, Tx′), D(xn, Tx
′), D(x′, Txn),

D(T 2xn, xn), D(T 2xn, Txn), D(T 2xn, x
′), D(T 2xn, Tx

′))

= β
(
D(xn, x

′), D(xn, xn+1), D(x′, Tx′), D(xn, Tx
′), D(x′, xn+1),

D(xn+2, xn), D(xn+2, xn+1), D(xn+2, x
′), D(xn+2, Tx

′)). (2.7)

Cho n → ∞ trong (2.7), sử dụng tính liên tục của β, tính liên tục của kiểu-mêtric
D và (2.5), ta có

D(Tx′, x′) ≤ β
(
D(x′, x′), D(x′, x′), D(x′, Tx′), D(x′, Tx′), D(x′, x′),

D(x′, x′), D(x′, x′), D(x′, x′), D(x′, Tx′))

= β
(
0, 0, D(x′, Tx′), D(x′, Tx′), 0, 0, 0, 0, D(x′, Tx′)).

Vì β ∈ B nên D(Tx′, x′) = 0 hay Tx′ = x.′ Vậy x′ là điểm bất động của T.

Tiếp theo ta chứng minh tính duy nhất điểm bất động của T.

Giả sử x′ và x′′ là hai điểm bất động của T. Khi đó thay x = x′ và y = x′′

trong (2.1), ta có

D(x′, x′′) = D(Tx′, Tx′′)

≤ β
(
D(x′, x′′), D(x′, Tx′), D(x′′, Tx′′), D(x′, Tx′′), D(x′′, Tx′),

D(T 2x′, x′), D(T 2x′, Tx′), D(T 2x′, x′′), D(T 2x′, Tx′′))

= β
(
D(x′, x′′), D(x′, x′), D(x′′, x′′), D(x′, x′′), D(x′′, x′),

D(x′, x′), D(x′, x′), D(x′, x′′), D(x′, x′′))

= β
(
D(x′, x′′), 0, 0, D(x′, x′′), D(x′′, x′), 0, 0, D(x′, x′′), D(x′, x′′)).

Vì β ∈ B nên D(x′, x′′) = 0 hay x′ = x′′. Vậy T có duy nhất điểm bất động.

Cuối cùng, từ công thức (2.5) ta có limT nx0 = x′.

2.4 Định lí. Giả sử (X,D,K) là không gian kiểu-mêtric đầy đủ với D liên tục và
dãy ánh xạ Tn : X −→ X sao cho tồn tại β ∈ B và với mọi x, y ∈ X,

D(Tix, Tjy) ≤ β
(
(D(x, y), D(x, Tix), D(y, Tjy), D(x, Tjy), D(y, Tix),

D(Ti+1Tix, x), D(Ti+1Tix, Tix), D(Ti+1Tix, y),

D(Ti+1Tix, Tjy)
)
. (2.8)

Khi đó dãy {Tn}∞n=1 có một điểm bất động chung duy nhất trong X.

2.5 Định lí. Gỉa sử (X,D,K) là một không gian kiểu-mêtric đầy đủ với D liên tục
S : X −→ X và T : X −→ X là hai ánh xạ, tồn tại β ∈ Bvà với mọi x, y ∈ X,

D(Tx, Sy) ≤ β
(
D(x, y), D(x, Tx), D(y, Sy), D(x, Sy), D(y, Tx),

D(STx, x), D(STx, Tx), D(STx, y), D(STx, Sy)). (2.9)

Khi đó S và T có duy nhất một điểm bất động chung duy nhất trong X.
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2.6 Hệ quả. Giả sử (X, d) là không gian mêtric đầy đủ và T : X −→ X là một
ánh xạ, tồn tại β ∈ B và với mọi x, y ∈ X,

d(Tx, Ty) ≤ β
(
d(x, y), d(x, Tx), d(y, Ty), d(x, Ty), d(y, Tx),

d(T 2x, x), d(T 2x, Tx), d(T 2x, y), d(T 2x, Ty))

Khi đó T có duy nhất một điểm bất động và dãy {T nx0} hội tụ về điểm bất động với
mọi x0 ∈ X.

2.7 Hệ quả. Giả sử (X, d) là không gian mêtric đày đủ, dãy ánh xạ Tn : X −→ X
và tồn tại β ∈ B, với mọi x, y ∈ X,

d(Tix, Tjy) ≤ β
(
(d(x, y), d(x, Tix), d(y, Tjy), d(x, Tjy), d(y, Tix),

d(Ti+1Tix, x), d(Ti+1Tix, Tix), d(Ti+1Tix, y), d(Ti+1Tix, Tjy)
)
.

Khi đó {Tn}∞n=1 có một điểm bất động chung duy nhất trong X.

2.8 Hệ quả. Cho (X, d) là một không gian mêtric đầy đủ, S : X −→ X và
T : X −→ X là hai ánh xạ, tồn tại β ∈ B và với mọi x, y ∈ X,

d(Tx, Sy) ≤ β
(
d(x, y), d(x, Tx), d(y, Sy), d(x, Sy), d(y, Tx),

d(STx, x), d(STx, Tx), d(STx, y), d(STx, Sy))

Khi đó S và T có điểm bất động chung duy nhất.

2.9 Hệ quả ([10], Định lí 5). Cho T là một A-co trong không gian mêtric đầy đủ
X. Khi đó T có duy nhất một điểm bất động trong X và dãy {T nx0} hội tụ về điểm
bất động với mọi x0 ∈ X.

2.10 Hệ quả ([10], Định lí 6). Cho (X, d) là một không gian mêtric đầy đủ và dãy
ánh xạ Tn : X −→ X, tồn tại α ∈ A và với mọi x, y ∈ X,

d(Tix, Tjy) ≤ α
(
d(x, y), d(Tix, x), d(Tjy, y)).

Khi đó {Tn}∞n=1 có một điểm bất động chung duy nhất trong X.

Sau đây chúng tôi sẽ đưa ra một ví dụ cho Hệ quả 2.6

2.11 Ví dụ. Cho X = {−2,−1, 0, 1, 2} và d được xác định

d(x, y) =


0 nếu x = y

2 nếu(x, y) ∈ {(−2, 1), (−2, 2), (−1, 2), (2,−2)}
1 trong trường hợp còn lại

khi đó (X, d) là không gian mêtric đầy đủ.

Cho T : X −→ X như sau

T (−2) = T (−1) = T0 = −2, T1 = −1, T2 = 0.

Ta có
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d(Tx, Ty) = d(−2,−2) = 0 nếu x, y ∈ {−2,−1, 0}.
d(T (−2), T1) = d(−2,−1) = 1, d(−2, 1) = 2.
d(T (−2), T2) = d(−2, 0) = 1, d(−2, 2) = 2.
d(T (−1), T1) = d(−2,−1) = 1, d(T (−1), 1) = d(−2, 1) = 2.
d(T (−1), T2) = d(−2, 0) = 1, d(−1, 2) = 2.
d(T0, T1) = d(−2,−1) = 1, d(T 20, 1) = d(−2, 1) = 2.
d(T0, T2) = d(T (−2), 0) = 1, d(T 20, 2) = 2.
d(T1, T2) = d(−1, 0) = 1, d(T 21, 2) = d(−1, 2) = 2.

Tính toán ở trên cho thấy điều kiện ở Hệ quả 2.9 không đúng với x = 1, y = 2
nhưng đúng với điều kiện ở Định lí 2.6 với K = 2.
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