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         Tóm tắt. Trong bài báo cáo này, chúng tôi chứng minh rằng đồ thị f -cực tiểu 

toàn phần của một hàm khả vi đạt cực trị tại một điểm trong không gian 
2 , 1,n n  phải là một mặt phẳng. 

 

1. Mở đầuEquation Section (Next) 

Trong những năm gần đây việc nghiên cứu và sự quan tâm đến đa tạp với mật 

độ được gia tăng rất nhanh do các ứng dụng của nó trong Toán học và Vật lý. Đa tạp 

với mật độ là một đa tạp Riemann với một hàm trơn, dương, thường được dùng là 

,fe được dùng làm trọng số cho thể tích k -chiều, 1, ,k n  (xem 1, 2, 6). Sau khi 

được gia thêm mật độ, mêtríc trên M  thay đổi nhưng cấu trúc tôpô của M vẫn được 

giữ nguyên. Do đó, nó là một công cụ rất hữu hiệu khi giải quyết các bài toán liên 

quan đến tôpô trên đa tạp như giả thuyết Poincaré và Định lý tách đa tạp (xem 7). 

 Trên đa tạp M với mật độ 
fe
, Gromov đã đề xuất định nghĩa f -độ cong 

trung bình fH  của siêu mặt   bởi đẳng thức (xem 2): 

 ,f

d
H

d
H

f
 

N
  

ở đó ,H N  lần lượt là độ cong trung bình và vectơ pháp đơn vị của  . Định nghĩa 

trên đã được kiểm tra thỏa mãn biến phân thứ nhất và thứ hai của phiếm hàm f -

diện tích. Tuy nhiên, do các nhà nghiên cứu thuộc lĩnh vực này chỉ tập trung làm 

việc trên các siêu mặt nên các khái niệm hình học của một đa tạp con bất kì chưa 

được chuyển sang ngôn ngữ của mật độ. Trong bài báo này, chúng tôi giới thiệu các 

khái niệm f -vectơ độ cong trung bình cho một mặt tham số và mặt f -cực tiểu 

trong không gian n . Từ đó, chúng tôi chứng minh một định lý kiểu Bernstein cho 

mặt 2-chiều trong không gian 
2 , 1,n n  ở đó 2  là mặt phẳng 2  với mật độ 

Gauss 
 2 2 /2

2 ./
x y

e 
 

 

Cho : 2 ,, , 1n m nu m    là một hàm khả vi sao cho đồ thị   của nó trên 

toàn bộ n  là một mặt cực tiểu trong không gian n m . Với điều kiện nào của hàm 

u  thì   phải là một n -phẳng? Đây là một trong các bài toán được quan tâm nhiều 

trong lý thuyết mặt cực tiểu (xem 9). Năm 1917, Bernstein đã chứng minh định lý 
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trong trường hợp u  là một hàm khả vi cấp 2 từ 2  vào . Đồng thời, ông dự đoán 

rằng định lý vẫn đúng trong trường hợp 1m   và n  tổng quát. Sau đó, Giorgi, 

Almgren và Simons lần lượt chứng minh định lý đúng cho các trường hợp 

3, 4, 5, 6, 7n  . Tuy nhiên, bài toán trong trường hợp 1m   được khép lại vào năm 

1969 khi Bombieri, Giorgi và Giusti chỉ ra được một đồ thị cực tiểu toàn phần 

không phải là siêu phẳng khi 8n  . Bắt đầu từ đó, các nhà hình học quan tâm đến 

định lý Bernstein với đối chiều cao. Năm 1969, Osserman đã chứng minh rằng một 

đường cong giải tích phức có đồ thị toàn phần là một mặt cực tiểu trong 2 2  và 

xây dựng được một đồ thị toàn phần cực tiểu không phải là đường cong giải tích 

phức. Đó là đồ thị của hàm 2 2:u   được cho bởi: 

   
1

, 3 cos , sin .
2 2 2

x x y y
u x y e e  

   
 

 

Kết quả mới nhất của bài toán là giả thuyết hàm u  khả vi cấp hai và có 

Jacobian bị chặn của Hasanis, Halila và Vlachos (xem 3). 

Nếu chúng ta gia thêm mật độ vào các không gian trong Định lý Bernstein thì nó 

có thể dúng với mật độ này và không đúng với mật độ khác. Ví dụ Định lý Bernstein 

đúng trong không gian Gauss (xem 10) hay không gian tích n  (xem 5) và không 

đúng trong không gian 3  với mật độ 
ze  (xem 4). Trong bài viết, chúng tôi chứng 

minh rằng nếu một hàm khả vi cấp 2 2: , 1,nu n  có cực trị địa phương tại 1 

điểm và đồ thị là f -cực tiểu thì đồ thị của nó phải là một mặt phẳng.Equation Section (Next) 

2. Định lý kiểu Bernstein trong không gian 
2  n

 

2.1 f -vectơ độ cong trung bình của mặt tham số trong không gian với mật độ 

Cho   là một mặt tham số chính qui trong không gian n  với mật độ 
fe
. Với 

mỗi vectơ pháp đơn vị N  của   tại điểm p, f -độ cong trung bình của   tương ứng 

với N , ký hiệu  fH N , được định nghĩa bởi: 

    : , ,fH H f  N N N  (2.1) 

trong đó ( )H N  là độ cong trung bình của   tương ứng với vectơ pháp N . 

Theo (2.1), chúng ta có 

 22 11 11 22 12 12( ) ( ) 2 ( )
( ) , ,

det( )
f

ij

g b g b g b
H f

g

 
  

N N N
N N  (2.2) 

trong đó  ijg  và  ijb  lần lượt là ma trận của dạng cơ bản thứ nhất và thứ hai của 

.  Từ phương trình (2.2), chúng ta thấy rằng ( )fH N  là tuyến tính theo .N  Từ đó suy 

ra tồn tại duy nhất một vectơ  f pH T


   sao cho 
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 ( ) , , ( ) .f f pH H T    N N N   (2.3) 

Từ (2.3), chúng ta dễ dàng suy ra được 

   .fH H f


     

Vectơ fH  được gọi là f -vectơ độ cong trung bình của   (xem 8) tại điểm p. 

Nếu f -vectơ độ cong trung bình của   bằng 0 tại mọi điểm thì nó được gọi là một 

mặt f -cực tiểu. 

Ví dụ. Cho 
1 2,a a  là 2 vectơ đơn vị, trực giao với nhau trong không gian 

, 3n n  . Khi đó, mặt phẳng       2

1 2 , , ,: ,X u v ua v u va     là một mặt f -

cực tiểu trong không gian n  với mật độ Gauss 
 

2| |

/2

1

2
.x

n
e



  

Thật vậy, gọi 
3, , na a  là các vectơ trong không gian n  sao cho  

1, ,i i n
a

 
 là 

một cơ sở trực chuẩn. Với mỗi điểm ( )iM x  , chúng ta có . 0kOM a  , với mọi 

3, ,k n   và 

     2| | /2 if x x x   . 

Do đó, chúng ta được: 

 

2

1 3

2

1

( ) , ,

, .

n

i i k k

i k

i i

i

f M a f a a f a

a OM a

 



      

  

 


 

Từ đó, chúng ta suy ra   0f


  . 

Mặt khác, chúng ta lại có 0H  . Do đó 0fH  . 

Trong 9, Osserman đã xây dựng phương trình Lagrange cho mặt cực tiểu trong 

không gian n . Thực hiện tính toán hoàn toàn tương tự, chúng ta được định lý sau. 

2.2 Định lý. Cho 
2: , 1,nu D n    là một hàm khả vi được xác định bởi 

    1 2 1 2 2 1 2 1 23, ( , ), , ( , ) , ( , ) .nu x x u x x u x x x x D     

Khi đó, đồ thị   của hàm u  trên D  là một mặt f -cực tiểu trong không gian 2n  

với mật độ 
fe
khi và chỉ khi 

  
2 2 2

22 11 122 2

1 2 1 2 1 1 2 2

2 det 0,k k k k k
ij

k

u u u u uf f f
g g g g

x x x x x x x x x

       
      

         
 (2.4) 
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với mọi 3, , 2k n   . Ở đó, 
211 12 1 22,, ,g g gg  là các hệ số của dạng cơ bản thứ nhất 

được xác định bởi: 

 

2 2

11 12 21 22

1 1 2 2

1 , , 1 .
u u u u

g g g g
x x x x

   
    

  



 

Chọn 
2 2

1 2

2

x x
f


  thay vào đẳng thức (2.4), chúng ta được hệ quả sau. 

2.3 Hệ quả. Mặt tham số   là f -cực tiểu trong 2 n  khi và chỉ khi 

  
2 2 2

22 11 12 1 22 2

1 2 1 2 1 2

2 det 0,k k k k k
ij

u u u u u
g g g g x x

x x x x x x

     
     

      
 

với mọi 3, , 2k n   . 

2.4 Định lý (Định lý kiểu Bernstein trong 2 n ). Trong không gian 2 n , cho 

  là một mặt f -cực tiểu, được xác định bởi tham số 

     2

1 2 1 2 3 1 2 2 1 2 1 2, , , ( , ), , ( , ) , ( , ) .nX x x x x u x x u x x x x    

Khi đó, nếu tồn tại bộ  0 0

1 2,x x  trên 2 sao cho 
ku đạt cực trị tại  0 0

1 2,x x  với 

mọi 3, , 2k n   , thì   là một mặt phẳng song song hoặc trùng với mặt phẳng 

0, 3, , 2kx k n    . 

Chứng minh. Chúng ta xét toán tử L  được xác định bởi: 

    
22 2

, 1 1

1 det .
i j

ij ij i

i j ii j i

L g g x
x x x



 

 
  

  
   

Khi đó, theo Hệ quả 2.3,   0, 3, , 2kL u k n    . Mặt khác, do ma trận 

11 12

12 22

g g

g g

 
 
 

 là xác định dương nên L  là đều elliptic trên 2 .  

 Với mọi điểm   2

1 2,x x  , chúng ta đặt     0 0

1 2 1 2, , , 1r d x x x x  . Áp dụng 

nguyên lý cực đại cho toán tử L  đối với các hàm 
ku  trong hình cầu tâm 

0 0

1 2( , )x x  bán 

kính r , chúng ta thu được 
0 0

1 2 1 2( , ) ( , )k ku x x u x x , với mọi 3, , 2k n   . Do đó, các 

hàm 
ku  là hằng. Tức là   là một mặt phẳng song song hoặc trùng với mặt phẳng 

0, 3, , 2.kx k n     
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